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— Qi .Lngen van gegeneralilseerde
oo cceonetrische functies

dloor

'”iwof,Dr .58, Meijer

Eors oovdroent on 10 October 1955

elt men het product a,.a,....2. ter afkorting
3 i 2 e}

erstnot men het metal 1.

Is n:O%ijﬁn..f ST SN =Y

voor door

)
L
)
”‘
o

Is h zeheel 20 '=n wordt (a), nls volgst gedefinieerd:

Uit deze defunivl . volgt (1),.=h! ; verder volgt uit deze definitic

(2) (em)y=0 (r= 0 va.us h=ntl, N2, n+,, ..,

I M (z) 0. worat de gammafunctie | (z) gedefinieerd door

’ R
P - o+ - ‘
=2 V - @{G “ 2T g,
O
Uit Qezs defo = \."71.\)t
/oy e . - . i
2! ) L ez } < : ) ’

De door (3) s rnanerde functbie [ (z) is een continue functie von

Ty dde voor geen o wiarde van 2z ogeliik nan O wordt.

- o p K A TR . - KR - Y
Betreklking (4, < “dgven we in de vornm
2 T AT
\ )) i \ - .‘\~.:-_~_.~

Hot rcechitorlis v coze betrekiing heelt ook betekenis als

vervuld, dan kan men [(z) defini&ren door
(5). Voor z=0 word: . %) niet gedefinicerd, maar ‘?ﬂ z)l-g e als 230,

( tekenis voor W (z)> -1, z£0. Het rech-
terlid van (5) heef s ook betekenis voor -2 < ®(z)$ -1, zf-1. Voor
R " 3 . - I

deze wonrden vao 5 w0k {(z) nu zedcfinieerd door (5); uit deze defi-

witie volwt

z) heots dus nu b

Te functie |

el

D R B I
—-

we verder  de functie | (z) krijat betekenis voonr alle

urarden van z met v tvondering van z=0, -1, -2,... Veor alle waarden va



z, waarvoor | (z) is gedefinieerd, is | (z) dan continu en 40 en voldoct
aan (4). Als z nadert %ot één van de getallen 0,-1,-2,..., dan

| T(2)] = oo

De functie

=
Tz

: : ' \ e 9 < -3
wanrden van z, waarvoor | (z) is gedefinieerd. Bovendien nadert

hceceft nu betekenis en is #0 en continu voobr alle
/I
z)
tot O, als z nadert Tot é¢n van de getallen 0,-1,-2,... We geven dnop-
1 - - : ) .
de waarde O, als z=0,-1,-2,,.. . De functie
(=) | M=)
betekenis voor alle waarden van z.
Uit (1) en (4, volgt

om aan

heeft dan

(7)) T(a+r)= rfa}c(afr (ad0,-1,-2,...5 r=0,;1,2,...).

Deze formule kurnnen we ook sthrijveh id de vorm

(8 -fa}p A

Ca+r) ra)

en deze betrekking blijkt ook nog te gelden voor a=0,-1,-2

’pv‘a *
De gewcne hypergcometrische functie F(a,bje;z) wordt gedefinieerd

(2),, (B)

door

. N C{—o— N ! nh h
F(ayb,C;lZ): /——”: _mjh Z (C¥Oj"/l:"23£..>.
INES :

ITs &=0,~1,-2,. .., dan is F wegens (2) een veelterm in z: evenzo voor
b=0,-1,~-2,... Is geen van de getallen a2 en b gelljk aan O of een nezoi-
tief geheel getal, dan breekt de receks niet af en de convergentiestronl

i
is gelijk aan 1, zodat Fla,bscsz) betekenis heeft voor |z| <1,

Als ultbreiding ven F(a,bjci;z) beschouwen we, als p en g geheel
O zljn, de functie

(o) ovi(e)
(9) YF_(d‘/‘3")"d'T‘)j [5,”“,,(3 ;Z):ﬂi 1 O(ph Zh;
oog t ! q h::O h:(@/])h‘-‘((sq)lr
1

we moeten hilerblj aannemen, dat geen der cetallen [ gelljk is aan

3
{

05=1,-2, «. + Is p21 en één der getallen oL gelijk aan 0,-1,-2,..., dan

is nFn<Z) een veelterm in z, zodat Fw(z) in dit geval betekenis heeft
c S|

voor elke z, onverschillig welke waarden p en g hebben (p 21). Als we
11t geval buiten beschouwing laten en de reeks voor pFl(Z) schrijven

.
in de vorm
N
“h

| Sh

2

Z+AQZ RRP IV dan 18 gelljk aan

3 (z)=A0+A

P g



(10) . |

wearuit volgt, dat de converpentiestraal zelijk is aan

oo s T8 D g+,
1, als p=a+1,
O, als p>gt+i.

De functie F(=2,bjc;z) kan nu worden voorgesteld door OF,}(a,b;c;z).
[

heet de gegeneraligeerde hypergeometrische functie (Pochhammer,

In (9) moesten we annnemen, dat ledere (3 #0,-1,-2,... . Om deze

onderstelling kwijt te roken heschouwen we noast qu(z) de functie
. SN
(¢ ;

D;O(z,j die gedefinieerd wordt door

-

o ('3"1)1 .,.(d__p>

N . , <= h
(11) Q( ,l,,,.,c(, (:5,]},,,,,.;%;2): 7 — h - "h.
1 PSP -1 { ¢ : i -
sl nyod \(5q+ﬂ)-'- ! \(5q+h)

)

Deor de anctie (ﬁ(w) nerzens nul wordt, trecdt 1n de noemer von de ol-
vemenc tern van deze reeks nimmer de factor O op, zodat we niet meer bhe-
hoeven aar Se nemen, dnt de cetanllen (%¥O sy ... 210,
Is 02’ en één der getrllen ot gelijk aan G,-1,-2,..., dan is @%(w)
evenals DFGlZ) ecn veelterm in =, die vetokenis heeft voor clke =z, on-
,rechiliié velke woanrden » en g hebbern (p 21). Als we van dit geval af-
]

zien en de reeles voor *1(h> echrijven in de vorm
' .

‘@ (z) = A+ A 2 + A,WE+.‘0,

A
et

O

v

. ; 1 \ ;

dan heeflt| —~—ivoor voldoend grote wiarden van h de door (10) gegeven
Fheql

wasrde; de onversenticstrosrl van de reeks (11) 1s dus even groot als

lie van (9.

Is gezn van de gzetnllen ﬁ celijik azn O,-1,-2,..., dan blijkt tus-

A
sen T (7 en
(] _pr q <l

-
N

O (z) het volgende verhand te bestaan (zie (7))

o I

S SN Bas e e ;7
( “ (5 y :7)~ C J.( 42 :0‘-09 {l—‘,‘lﬂ ’@qj )
.[“q \/Vnuog ;i; q;uoop&dq. & p= (’l (%)
\(3),1 (q
We zullen g?a[z) evenalsg ﬁFq(z) cen gegeneraliseerde hypergeometrische
2 £
functie noem:n
Daar de functie ‘@ boven F het voordeel heeft, dat de getallen 9’c—
1ijk mogen z.jn aan 0,-1,-2,.... zullen we van nu af steeds de functie
@?gebruiken,




I

Vele functies zijn bijzondere gevallen van

de functie @ 5 er gel-
den higvoorheeld de volpende betrekkingen:
(12) ‘]8 (r) = (‘E

otolh) = ¢7

(13) s - (1970,

’ H {:L \ p /\ fo

(14) T(2) = (20 & (ees o 7)) (Z40)
(hierin is J,j\(g) de functie ven Bessel) en

(15

1 L
) M - ( ‘ .
) Mksm(;) = [(1+em) =" e =5 ,I“p,l(i'-lwmg’li—’)m Z)

(g #0sem# -1,-2,-3,...)

(hierin is Mk,m(;) cen functic van Whittaker).

p.
ps}



Scric voordrachten over:

Ontwikkcliyin van egencraliseerde

Nypergeometrische functies

door

Prof.Dr C.3. Meijer

Tweede voordracht op 2% October 1955

A , ,
Ock de veelterm L( )(A) van Lagucrre kan op zeer eenvoudige Wi we

i oA
in de functie Jy worden ultgedrukt. Is r =0, 1, 2,..., dan wordt L&’)(ﬂ)
gedefinieerd door
r : e
< (1+~h o =r) A
Loy - 2SOy (r)y
r r! ~— i
h=0 ht

Men noemt r de orde van de veelterm en o de parameter, Vermenigvuldipt
men beide leden van de betrekking met 7 1+;+r en maakt men gebruilk vear
(8), den komt er

%) I S h
Lé )(A) 5 < (—r)h.%
[ (1+4+r) r. ﬁ:ﬁ h'.r('H—"'(‘f'h)ﬁ
wegens (11) krijgen wij dus
A)
L) (3 ]
(16) fi%;;;T—; = é% §iﬁ(—r; THeA s A ).
--l’?

Is 1+X #£ “Py-r=1,~r-2,..., dan kon deze betreltking ook worden geschroeven
in de vorm

(47) L@ - ﬂ%ﬂ@wr; Toets ) )

De door (11) gedefinicerde functied? 18 ecen symmetrische functic
van<xq,...,dp €n eveneens een symmetrische functic van 813,,0,¢E
Uit (11) en (1) bligkt

®

. . - ’ .
(/;8) -p q (d/lﬁ“"ﬁf-}(plﬁ/!}"“’ﬁqJ,O) 3

(B T8y

met behulp van (8) volgt uit (11)



(A,) voor elke G # 1,
o~
Het ligt voor de hand te vragen of e¢r yoor de functile

p+qq>q+q (d\,]s o wd\paj,z /3,19 =-v5ﬁq3 (gag)

een betrekking bestaat, dic (Aq) en (AE) eals bijzondere gevallen
bevat. Het zal blijktn, dat een derpelijke betreklking bestaat; v
noemen hem formule (A).

In deze formulec (A) blijkt 2ls bijzonder geval ook opgeslotun
te zitten de volgende bikende Tormule uit de theoric der functiles
van Bessel

oo
(%W)V7“+r

( - ) o TV e
—-—-—,—}—-——--- w) = NSRS _’ , '
}’(’H—/u)%} (w) 2;__; NPT (f//g+r (W) (Wi 0)

Deze formule kan met b hulp van (7%) hcerleid worden tot

w Y+2r
) @ (145 —WE) = > MRS @ (19rr; V)

[ (140 r=0 vl (1+V+r)
Wij delen zan wecerskanton door (}“QV ¢n stellen daarna %vé = méfg
dan komt er oo ;
1 ) S (VA L - T) CD
Ay) 14V - ) ‘ W qtir: .
( ’ [ (1) © 1( s r=0 T [(18+r) © 5 (14 5

deze formule blijkt ook nog te gelder voorfj= 0.
Nu heeft Erdllyi bij zijn onderzocliingen over de functics v ow
Whittaker in 1937 twee betrekkingen {oeleird, die na cnige trons.

formaties overgaan in formules, dic veel op (AB) gelijken. De cevoto

van die formules kriggt na die transformoties de vorm

™ ST E e, o
ﬁjﬁﬁy,gb Ry ;7)) = 2;% ri!“(él%r) (-;)r gia QX+rj5’+r}5 )

en de tweede formulg kriift de vornm

o (d - ,
) @(a’s{%;?) _=‘§' ik (-7) @ (S+r; B4r:T).

r=0 r! P

(Ag

Beide betrekkingen gelden voor alle woarden van § . Een betrekkin
die veel op (AA) en (A5) geligkt, was reeds in 1913 door Nieclsen

/

gevonden, nl,

(Ag) CD U\Xﬂ = Z.._ “b/ (‘T)r 2@ (A+r, & +r; 3+r;7T) ;

is G‘#,O,~1,~2,...5 dan geldt deze betrekicdng voor g (g) {55 isct - 0,
~13=2,..., dan geldt (A6) voor ¢lke X .



Het is duidelijk, dat (Aq) (5 ). (A ) en (Af) veel op elkaar ge-
ligken en dus 18 het zeer Vo mrﬁdc hﬂnd liggend te proberen één for-
mule af te leiden, die (A3)~(A6) als bijzondere gevallen bevat., ot
zal nu blijken, dat er één formule (A) bestaat, die niet alleen (Aq)
en (AE) maar ook (A3)~(A6) als bijzondere gevallen bevat.

Klasse 2. \/--M
3 2
b,]) Qb {)/ @ = 22; (-:-’l /1((\}/) OC,Q‘ <1+JJ %? )s N
(5,) 2@@% 25 %) = VRaoy™ Do s i)
2Y-1

Deze formules zlijn afkomstig van Kummer. (Bﬂ) geldt voor alle woarden
van 7 Isek# 0, =1, -2,..., dan geldt (B,) voor R(T) L35 s A =0,
-1, =25... dan geldt (B ,) voor elke G # 1.

Het ligt voor de hdnd te proberen voor de functie

p+1" g+1 (‘qu.q.’&p’d} ﬂqa"ocﬂﬁqs fudﬂ u—;’)
zen betrekking af te leiden, di: (Bq) en (B,) als bijzondere gevillen
.
bevat. De te bepalen betrekking noemen wij formule (B).
Wij beschouwen nu een functie van twee veranderlijken F(A,vY) en
nemen aan, dat deze kan worden ontwikkeld in een machtreeks naar
opklimmende machten van v,

fo ]
~ FX - S A
(20) (Aw) = 2 £.(0)
=0

Men noemt F(A M) cen voortbrengende of genererende functiec van
de functies AP(A). Wig zullen nu twee ontwlkkelingen van de gedaante
(20) geschouwen, die door vele schrijvers zijn gevonden; in beide
zal AP(A) op een zeer eenvoudige wijze ult te drukken zijn in de
veeltermen van Laguerre. In de cerste ontwikkeling zal AP(A) gelijk

zijn aan L§¢>(2)

[ ( 1+d+r)

in de tweede zal A (W) = Lgi)(h} zijn. De eerste ontwikkeling wordt

door bijna 1€dereen in de Xglgen a gedaante geschreven

(21) e (Jw) ™ :7(2 Aw}2 Z L (/\)

r=0 )(1+m+r)



-0
de tweede ontwiliccling luidt ols
—fe | .{x -

(22) (1-2)T "¢ L) (5

(Sonine (138380); wol. anfcre onder

reldt voor alle waarden

yearden van {1 beschouwon

Kla

ss¢ 3.
Maken wij pebruik ven (44)

in de vorm

Acn v, formale (22) voor

nu

e¢n (10),

Formuls
| zj<1 €n

zockirs

(+ 1920-1950) ) .

cerst formule

)
70 ‘
” r — y T
o 11 1 ,
(C,l) G‘/\/ Og?] ( MRS -./;\./v) = _’,_,., r g)( AR ) )\,:\/ .
Deze gedaante van (21) kort ook voor big Humbert (1924). Humbert
geeft ook nog de volgende osntwilleoling
R
) [P \
ol Vs @ ° _._‘\_“ /3 C:.) -1 \’ﬁﬂh
((—2) 1(5 J(Si _/\V\) - ","'/”"—»\ 'I-,”f' = | / ER A)
Te==y) i

I,il._'\.«

nend te

deze geldt evenals (Cq) Veor

Het ligt mu voor de

(22) o Py

s

(S’{—" o o °Mf’1

9(:‘)/,1ﬁ o e 0 J&/k}

een soortgell gke pencrerende Hetr

betrekking,

bepalen betrekking noemen wiy for

Klasse 4,

Formule (

(]
<

o

) kon vet behul:s
50

vorm Az —
P N .
(21) (1)1 2 ) [l
r=C
Een uitbrelding van dezce

ma, Pinney en Toscano, nl.

d@g
3

geldig voor |[zl{1 en willekeuri
dan geldt (Dq) voor z # al e

oo

4 z

(D,)

B

1

1 én

Len met (Dq) verwante form Lo

die (Cﬁ) ¢n (C.) =ls bijzonde
[

formule

woardon vhn>\ en v,

vragenl of er voor de veclterm

5;‘,) (tﬂ = 0,7,

2yeee)

[ oy o

elklcing Lestaat;

vallen bevat., De {

S g

malc

(cy.

1 (7

(D

vy ) worden geschreven in o

—r; AHA) T

5-25»9-

e

Vi A
(1utdn;

-

)

cevonde door Erdélwvi. o

=

(¢),. :
e L
_La 11 ("1”3 Cs)\)

wosrden Vanﬁﬂg is o= -

O: "'/]9

waarden van A

is “Jdoor Felcdhelim povonden

(21) en komen don

wi] zceken aus o

N
tid

dan kunnen wij (21) schru, v

o
N I
.

Lo

(G2}



; ) o< (2) G)
“ ia QD o z T N e (G R W, <
(D) (1-2)"0 B2, (o5 o5 20 = ;‘Zo N AT TP DL

is b = 0, -1, ~2,. ., magr a # 0, -1, -2,..., dan geldt (DQ) Vo
lzf <1 en alle woarden vanh ; is a = 0, =1, -2,,.., dan $nldt (I .
voor z # 1 ¢n alle waarden vanﬁ .

Het ligt nu voor de hand te preberen ecn formule (D) af to

ls bijeoundere gevallen bevat en zoda. o

leiden, die (Dq) en fDE) 2
dat in het rechtorlic de veelterm (23) optreedt.



Serie veordrachten over

Ontwikkelingen van gogeneralisec-rde

hypergeometrische functies

door

Prof . Dr C.3. Meljer

Derde vocrdracht op 7 November 1355

Klasse 5.

Wij gaan ult van de bekende ontwikkeling

(25) LL___)__ ; LE_———}\)+F<V‘I> (W 74 O)e
M(1+) r=0 r!
Drukken wij met behulp van (14) de functleé;Zvan Bessel uit
in de functie Oi}, dan gaat (25) over in

v Vor .
[CAD . E [ I @ (1+ ¥+r; - %‘ﬂg).

F(1+v) r=0 Tl

Y
Wiy delen aan weerskanten door (4w) en stellen daarna

%-wg = —Z 5 dan gaat dez: betrekking over in

n > L—~—l— ‘ﬂ (1+ V4137 )5

v I(1+V) r=0 r!

o3l

(

deze betrekking bli kt cok nog te gelden voor 7 =

In 1936 heeft Erdélwi b1,y zijn onderzoekingen over de funct i«
van Whittaker een betrekking afgeleid, die na het aanbrengen van
enige vereenvoudigingen overgaat in een ontwikkelingz, die veel of
(hq) gelijkt, nl., een ontwikkeling van een constante in een recks
van functies 1¢H‘ Te formule van Erdélyi krijet na die transforma-

ties de gedaante

PSNNCONNE N
(£4) =2 —— 4@1 @+rs f4r3 7)),
]' r=0 r!

¢ldig voor alle waarden van ;
In 1930 ontmoette Bailey bilj een onderzoek over bolfuncties
cen ontwikkeling van een constante in een reeks van functies an.

Bailey vond nl. de bvetrekking

éﬁz—(1+m+n) . (m=n)
_1.. = 7 r r (__,‘)l” Sj_n21”%i.3 %
<E3) m r=0 rl

x 2¢)(4+m+n+r, m-nt+r; +mtr; sin 227),

(a5
geldig als -2 77 <VLE 77,



Als men (Eq)s (Eg) en (EB) met elkaar verpeligkt, komt men
natuurlijk tot de vraag of er ook -en ontwikkeling bestaat, die
(Eq), (E2> en (E q) als bijzondere gevallen bevat, d.w.z. e€en ont -
wikkeling van cen constante in een reeks van functies van de re-
daante

v T (7
5 p’jq (ot

De door ons te bepalen formule noemen wig (E).

q+m°~fdpﬂﬁﬂqﬁU~-wﬁ@Tf§%

Klasse €.
De laatste jaren hebben verschelden mathematici, die vezig

waren met onderzoekingen, wsarbi] veeltermen van Laguerre optreden,

de volgende formule ontmost
) (3-4)
I A - 4
Py = 5 ——22 U o,
r=C (n-v)!

geldig voor alle wearden van &, 3 en A .
Wij vermenigvuldiren belde leden van deze betrekking met

nt
F(’H (3 +n) r( 1404

. « d o
In het rechterlid vervancen wil met behulp van (&) door
(1+d>r i(ﬂﬁii

TT?:;:?T ; €r komt dan
a! <B)(/)= al K (ﬁ“d)n_ro(’\ﬂ){)r
[ (143+0) [(1+0) " [(14p4n) r=0 (n-r) U (14et4r)
Deze befrekking kan wegens (16) ook geschreven worden in de vorm

L (Bact (14
(£ ) ) ¢ s A4e A )

L) ().

0 D gy —D
\Eq) F(ﬂ+d) 1?%( 25 14850) r(1+ﬁ+n) =0 (n-r) r!

Wij zoeken nu een formule (F), die een ultbreiding is van (Fq).

De uitbreiding zal daarin bestaan, dat in het rechterlid in plaats

van_1Q%(—r; 143 A ) de functie 1+%/ -, Bﬂ"“’Jk"'ﬂ”"’c HN
optreedt.

Wij moeten nu de formules (A) - (F) bepalen., Wij zullen laten
zien, dat er een zeer alpemene formule (G) bestaat, waarin (&) - (F)
alle zes als bijzonder geval oppesloten zitten, Deze algemene for-
mule (G) luidt als volgt:



Ontwikkelingen van gegenerallsecsrde

hypergeometrische functies

door

Prof.Dr C.3. Mel jcr

Derde voordracht op 7 Novembsr 1955

Klasse 5.

Wij gaan ult van de bekende ontwikkeling

(25) .g.é'____)__ L_L.;\)—{_ w) (W 7£ Q)e
F(1+)  r=0
Drukken wij met behulp van (14) de functle/§fvan Bessel uit
in de functie O¢Hy dan gaat (25) over in

. v V21 -
LD I §£:-£i11--. @ (1+ N+r; - 1 2.

F(1+Y) r=0 ri

v
Wiy delen aan weerskanten door (4 W) en stellen daarna

g-we = —3 ;5 dan gaat dezo betrekking over in

(50 __:._1______ .L:..E’_D_ (p (’}+\]+1’ﬂ;;>5
‘ [(1+Y) r r=0 r!

deze betrekking bli jkt ook nog te gelden voor Z =

In 1936 heeft Erdélvi bij ziin onderzoekingen over de funct i«
van Whittaker een betrekking afgeleid, die na het aanbrengen van
¢nige vereenvoudigingen overgaat in een ontwilkkeling, die veel op
(Eq) geligkt, nl. een ontwikkelingz van een constante in een recks
van functies 1@%. De formule van Erdélvi krijet na die transforma-
ties de gedaante

o (&) . (-3)7
2T T s T @

¢ldig voor alle waarden van 5

(A+r; v ;),

In 1930 ontmoette Bailew bij een onderzock over bolfuncties
zen ontwikkeling van een constante in een reeks van functies Eq%'
Bailey vond nl. de betrekking

: X (1+m+n) . (m-n)
—~ -2 z L (-)T s1n®73d X
(E.) mi r= r.

pe 2@%(1+m+n+r, m-n+r; 1+m+rs 81n 17),

geldipg als ~%77(f?(% 77,



Als men (Eq), (Eg) en (E3> met elkaar verpelijkt, komt men
natuurlijk tot de vraasz of er ook =en ontwikkeling bestaat, die
(Eﬂ), (Eg) en (E3) als bijzondere gevallen bevat, d.w.z. een ont-
wikkeling van c¢en constante in een reeks van functies van de ce-
daante

kS

(7 . o =
k) p?bq(o(,‘]‘Hf’,..., O(p+r,9(3/]+r3°"3~{3q+r3 ())'

De door ons te bepalen formule noemen wij (E).

Klasse 6.

De laatste jaren hebben verschelden mathematici, die bezig
waren met onderzoeckingen, waarbl] veeltermen van Laguerre optreden,
de volgende formule ontmost

() 0 U?‘ﬁ)n
L) = —
r=C (n-r)!
geldig voor alle waarden van &, (3 enA .
Wij vermenigvuldiren belde leden van deze betrekking met

n!
[+ pn) (14

. : d
et = q > aroe ; ¥z 1 7
In he rechterlid vervar fcen Wi ?:‘("“—*‘5‘/‘ oy met hChulp van (8) door

(1+e) .
TTT:E:FT 5 er komt dan

! o =el) e (1404

= Lff)m L» (e el Ll(j’”(;\)°
}"(”1+’(3+n) f{’H—d\) }“ 1+(§+n) r=0 (n-r)! }'(1+s~+r)

Deze betrekking kan wegens (16) ook geschreven worden in de vorm

[3 -ch) ’H"o(
Jo- Qb s 4G A ),

- 1 n!
) (Pens ) =
1 [ (1) 11 r(1+ﬂ+n) r=0 (n-r)! r!

Wij zoeken nu een formule (F), die een uitbreiding is van (Fq).

De uitbreiding zal daarin bestaan, dat in het rechterlid in plaats

van qCﬁ),](-r; 143 A ) de functie Kt 1 “P’Xﬂ"°"yk; gq,...,c HPW!
optreedt,

Wij moeten nu de formules (A) - (F) bepalen. Wij zullen laten
zien, dat er een zeer alpemene formule (G) bestaat, waarin (A) - (F)
alle zes als bijzonder geval opgesloten zitten. Deze algemene for-
mule (G) luidt als volgt:
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p+k®q+1 %1;---,5k,d4,---;dp Baseeosfigs Eqseensd13A%)
1 2
Z‘Iﬂ_ K41 1 613---361{3 ()"]""’5‘152> >&
D Lor
)<’;22(dj)r.(—§) pqz(dq+r,...,ap+r;ﬁq+r,...,/3q+r;§ ).

Wat de geldigheld van (G) betreft moeten wij drie hoofdgeval-
len I, II en III onderscheiden, Hoofdgeval I wordt nog weer ge-
splitst in vijf ondergevallen Ia - Ie; hoofdgeval II wordt gesplitst
in de twee ondergevallen IIa en IIb.

Hoofdgeval I: Geen van de getallen Xﬂ""’xk en dﬂ,...,dp
1ijk aan 0, -1, -2,... . WiJ nemen dan aan, dat k, 1, p en g vol-
doen aan k)0, 120, g>0, 0<Pp<q+l, p+k <q+l+i.

Wij onderscheiden~ﬁu de~;oiéende vigyf ondergevallen:
Ta. Als p<g+1 en bovendien p+k < g+1+1, dan geldt (G) voor alle

is ge-

~

waarden van A en [
Ib. Als p<g+1 en p+k = g+1l+1, dan geldt (G) mits N\ en Y voldoen
aan LK?}(ﬂ.

Ic. Als p = g+1 en k<1, dan geldt (G) voor 3?(;)‘<% en alle waarden
van A .
Id. Als p = g+1 en k = 1 = 0, dan geldt (G) mits A en ¥ voldoen aan
7 £, Lﬁ:ﬂis— <.
) 3__/]
Te. Als p = g+1 en k = 1) 0, dan geldt (G) mits A en 3 voldoen aan

A (A-=-1)

R(z) <3 4.
;—1

Hoofdgeval II: k> 1 en tenminste één der getallen qsveesfy 1s ce-

1lijk aan 0, -1, :é,..., maar zeen van de getallen CAW""’“ is pe -

p
1lijk aan 0, -1, =-2,... . %Wlj nemen dan aan, dat k, 1, p en q vol-

doen aan
k_)_’l, 1>0, qzo, OSqu—k’lo
Wij onderscheiden nu twee ondergevallen:

Ila. Als p<a+1, dan geldt (G) voor alle waarden van Aen Y.
ITb. Als p = q+1, dan geldt (G) voor ¥(¥) <% en alle waarden van A .

Hoofdgeval III: p> 1 en tenminste een der getallcn(iq,...,dp is
gelijk aan 0, -1, -2,... . Wij nemen dan aan, dat k, 1, p en q

voldoen aan
k>0, 1>0, p>1, a>0.

Formule (G) geldt dan voor alle waarden van A en g,



Wij zullen nu laten zien, dat de door ons gezochte formules
(A) - (F) door specialisatie uit (G) kunnen worden afgeleid.
Wij beginnen met (A). Wij stellen in (3):
k=1=4,€fq=a, §,=6, A=1
en maken gebruik van de bekende formulc

(€~

2

26 faqj"; 3(55 = -
@ en s b -

(G) gaat dan over in

.pM(qu(d,},..., o 5 TSN RIS S
S0, £
Zm H 3) pé’bq(o{q+r)---:O(p+r°;(34+r:-~t:pq+r§§ )-

De voorwaarden voor de geldigheid van (G) leveren de volgende
voorwaarden voor de geldigheid van (A):
Als geen van de getallen(ﬁq,...,yp geligk is aan O, =1, =25...,
dan voldoen p en g aan
in,Oﬁpgqﬂg

formule (A) geldt dan voor alle waarden van z'als p £g+1 €n voor

R(P) <5 els p = g+,

Is p)i'Tewxéén van de getallcnqu,...,db gelijk aan 0, -1, =2
-2,..., dan behoeven wij slechts aan tc¢ nemen p> 1, q:ZO en 3 is

willekeurig.
Wij kunnen zeer gemakkelijk aantonen, dat (A
dere gevallen zign van (A). Voor p = g = 0 gaat (
over in oo (Y
(0 =Y)
Ply;&sy) = —r
r=0 r!f (§+7r)

het rechterlid van deze betrekking is wepens (11) gelijk aan

"}(&-5;5; -2,

1) en (AP) bijzon-
A) wegens (12)

-g)r e3

zodat wij op (Aﬁ) terecht komen.
Wij nemen nu p = 1, q = 0 en dq =®&; voor elke'§ # 1 geldt

wegens (13) —dep

Bari ) = (1-3%)
Formule (A} gaat dus an in

. - ) ‘

het rechterlid van deze bttrgkking is wegens (11) gelljk aan

370 6y 6 i%;)

Wij krijgen dus (A?).
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Om aan te tonen, dat (A Y~(A ) specialisaties zijn van (A) gaan
wij als volgt te werk., Wi onderstcllvﬂ eerst q‘>4 en nemen in (A)
ﬂ 5 Met behulp van (19) vindt men dan

;:—(—-a-’—;pgﬁq ,],.--:Q{p; p’]""’ﬂq—’]’g; \g{>

o0 £ D
(A1) 4 _ S _i__llﬁ_ ?7’ _z)r d’ (o +ry . LS

4+, ...,/3q_1+r,&/ +r; 3’)

r=0 ri['(§4r) =1
Vervolgens onderstell-n wilj P >71 en nemen in (A)(Xp =c;. Met
behulp van (19) en (8) komt ¢r dan

oA (04 e sy _gays Baseens fiy3Y)

1 o0 (‘S'J) p-1
(A1) = I,Z:o*f’-'—ﬁ JZZ’“ (dj)r(_z)rgq(g%—{—r,...,(xp_,‘ﬂf‘, 5+r;
ﬂ1+r,..., pd+r;\§).

Het 1s nu terstond in te zilen, dat (AB) en (Au) bijzondere peval-
len zijn van (A'); evenzo, dat <A5) en (A6) in (A'") opgesloten zitten,

Voor (A') en (A") zie men ook C. Fox, Proc. London Math. Soc. (2),
26 (1927), p. 201-210 (formules (1.9) en (1.11)).

De betrekking (B), die (Bq) en (Bg) als bijzondere gevallen bevat,
kan op de volgende wijze ult (G) worden af;eleid. Wij stellen in (G)
k=1=1, A= 2, (T“ = b’ en 51 = ea. Formule (G) levert dan

pM%M(aq,...,% 2{ s eees q, 2&/; 2%)
Q0

(27) Z: 2 -I’ J d 2) J_,Z; (O(j)r.'(‘g)rx

r=

XSig(dq+r,...,cxp+r; ﬁ1+r,...,(3q+r; 7).



WiJj maken nu gebruik van
2@/1(_21.,_/"5; EJQ 2) =0 (r = 05132:'-->
en

2@,}(-21",015 25; o) = \/—7_1:(21’)3

P2 KOoES F’(~£;+af+r>

(r = 0,1,2,...)

(27) gaat den over 1in

O U B
cO

(B)< — \/:/_T Z j*"‘/}(O(j)EI’ X

221 F(J) =0 rilﬁ(%%&4r)22r

er
C/? p¢q (04,1+2r, .,,,o<p+2r;ﬁ1+2r,,..,ﬁq+2r;\g).

Uit de geldigheidsvoorwaarden voor (G), leidt men af, dat (B)
geldt onder de volgende voorwaardens: Als geen van de getallen
Oﬁ,.a.,0¥ gelijk is aan 0,-1,-2,..., dan onderstellen wij q >0,
0<p <q9+1; 1s nu p<g+l, dan geldt (B) voor alle waarden van*;;
maar is p = q + 1, dan geldt (B) voor J{(‘g) <%. Is P21 en één der
getallenqu,,o,;ip gelijk aan 0,-1,-2,..., dan geldt (B) voor o217,
q>0 en alle waarden Van‘g.

" om (Bq) uit (B) af te leiden, stellen wij p = q = 0., Wij krijzen
dan met behulp van (12)

XL 2
195,](3(; OF 27) = Vrey S ¢ er
) o0 22@/*’1{"(&,> r=0 - F(%+J+r)22r

de som > in het rechterlid is wegens (11) gelijk aan éi%(%ﬁy;ﬁfgg),

o
b

r=0
zodat wij (Bq) vinden,
Dat ook (BE) een bijzonder geval is van (B) zien wij als volst,
Wij nemen p = 1, g = 0 en &, = A in (B). Wij maken gebruik van
2r
(@) oy = 257 (30 (343)

en verder nog van (zie (13))
Bootrzes vy = (1B

die voor elke g # 1 geldt. Formule (B) gaat dan over in
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ch 2 9)\6:‘1 \‘)“OLZ(M) (3, (;g )T,
2J~ J)r-O ril(3 + a’+ r) 3

de som 2:; in het rechterlid van deze betrekking 1s wegens (11)

gelijk aan éi% (3, L+dot; ’+J

waarmee ook (B,) afgeleid 1s.

Voor (B) vergelijke men ook formule (3.3) van het boven reeds
geclteerde artikel van C. Fox.

Nu zullen wij uit (G) een betrekking (C) afleiden, die (Cﬂ) er
(Cz) als bijzondere pevallen bevat, Deze betrekking (C) heeft de
volgende pedaante (zie ook Erdélyi, Higher transcendental functio
III, p. ?67)

g@,...,a&, q,...,SE, -Aw)
() zd-rwfﬁl O RL S NS L

-1
[ F]

Het 1is zonder meer duidelljk, dat (Cq) en 3 bijzondere rc-
vallen zijn van (C). Om (C) uit (G) af te lelden stellen wij in 73)
p =g =0, De functie ( (?) in het rechterlid van (G) wordt dan
wegens (12) gelljk aan e . Stelt men § = -w, dan krijgt men dus
(C). Uit (G) leiden wij meteen de voorwaarden voor de geldigheid
van (C) af: Is geen van de cetallen 5},..., o gelljk aan 0,-1,-7,...,
dan onderstellen wij 1 >~O O<ik<:1+ﬁ‘ is in dit geval k«L1+1, dar
geldt (C) voor alle waarden van A en w; maar is k = 1+4, dan geldt
(c) voor!A\M <1. Is k>1 en één der getallen geliljk aar

> Yoz oo
0,=1,-2,..., dan geldt (C) voor k 21, 1.20 en alle waarden van A ¢r w.

Wij zullen nu uit (G) door specialisatie een formule (D) afleiden,
die (:1) en (DE) als bijzondere gevallen bevat, Deze betrekking (L)
luidt als volgt (zie ook T.W. Chaundy, Quart. Journ, of Math,
(Oxford Series) 14 (1°43), p. 55-78, formule (25)) ’

g(ﬁ*z}-ak'{-’!{b}.( Kq,---:gk; 1:--w(/1: ZQ)
) &2 (a), 0 ST
L”Z T k411 (”r:&%:'OOJJE{E 51:'0-: ;A)Z

r=0 r!



Wij zilen terstond, dat (Dq) en (Dg) bijzondere gevallen zijn van
(D). Maar nu moet nog worden aangetoond, dat (D) zelf een bijzonder
geval 1s van (G). Daartoe nemen wij in (G) p = 1, g = 0 en stell n
o, = a en §}= T%n (z # 1). Voor iedere eindige =z is\g £ 1. Wij kuon-
nen dus de functie (—?) 1¢6(a+r; 7 ) in het rechterlid van (G) met
behulp van (13) op de volgende wijze herleiden

. Z N_/ Z \T Z \=a-r . a
(=70 (arrs %) = (Z)T O (avrs 20 =(20) T (1=50) T30 2T (-2 7,
De ontwikkeling (G) gaat nu over in

o AZ —
kJﬁ 5%""’ka Opseeesys £57) =

= (1 aZ k+/‘¢>1(~r;&/ :-co:jks&]s°'-3(s\3/1)zrf

._- rl
en Geze betrekking 1s equivalent met (D).

De voorwaarden voor de geldirheid van (G) leveren de volgende
voorwaarden voor de geldigheid van (D): Is geen van de getallen
X%,.cc,gk en a pelijk aan 0,-1,-2,..., dan onderstellen wi] O‘ék;§13
ig in dit geval k<1, dan geldt (D) voor )z}.éﬂ en alle waarden van
A ; 1s in dit geval k=1=0, dan geldt (D) mits z # 1 en |[(X-1z] < 13
‘s in dit geval k=1 »0, dan geldt (D) mits X en z voldoen aan
|z| <1, )(A»ﬂ)zl<:4 Is kj>1 en één der getallen Xﬂ""’ﬁk pelijk
aan 0,-1,~2,~,., maar a # 0,-1,-2,..., dan onderstellen wij k >,
1>0; formule (D) geldt dan voor 121‘11 en alle waarden van Af% Ts
a = 0,-1,-2,,.., dan behoeven k en 1 slechts te voldoen aan k >0,
1>0; formule (D) geldt dan voor alle waarden van N en iedere z #£ 1.

Wij zullen nu laten zien, dat de door ons gezochte formule (E)
ook een bijzonder geval is van (G). Wij stellenk =1 = A =0 in (G),
Met behulp van (“8) krlgptrmen dan

g &2 Ezf ‘) r

; = r
5) -SENe 7 9,
. F(ﬁq)...prq) r=0 r!
(31"}']?, e o .,ﬂq'i'l”; Z) .

De voorwaarden voor de geldigheid van (E) volgen uit die voor de
geldigheid van [(G): Is geen van de getallen dq,...,dp gelijk aan
Cy,-1,-2,..., dan onderstellen wij g >0, 0<p«£g+1; is in dit geval
= = =
p <q+1, dan geldt (E) voor alle waarden van z'; maar is p = g+1.
P L& 2 e
dan geldt (E) voor 3{(3)4._. Is pﬁéﬂ en één der getallerx@w,...,Jp

T 00 .,Okp'f‘l";



gelljk .@an 0,-1,-2,..., dan geldt (E) voor p)éﬂ, c1§t>en alle
waarden van¥,

Wij zien terstond, dat (E) overgaat in (E ), als wij p=0, q=1 en
fgq = 1+Vnemen, Wij krijgen (E,) voor p=q=1, o= ok en/?»,i 3. voor p=2,
q=1, dqn1+m+n oA ,= m-n, ﬂq = 1+m (m = 0,1,2,...) €n ‘g = sinafﬁf
met ~37( <V 417( kxrijgt men (Lg).

Nu zullen wij nog laten zien, dat in (G) ook ee¢n formule (F)
opgesloten zit, die een ultbreiding is van (P ). Wij nemen in (Q)
p=2, =1, %= -n (n = 0,1,2,...) K = &, [31 [3 en Y= 1. Wat de gel-
difhoidsvoorw arden betreft bovihde ' Wwij ons dan ogder’ hoofdceval IIT
van formule (G); in het rechterlid treedt dus op I.;) in plaqf&, van

ZO‘ In het rechterlid maken wij gebruik van (- ﬂ)r —7
(zie (1)); de functie ¢lé N+r, G +r; ﬂ+r, 1) (r = L,ﬂ,?,...) herlciden
wij met behulp van (26) —n+1,cﬁ+r,/3+r, 1) = (A-a n-r .,

Pe ontwikkeling (G) 1evert dan Mg+

k+2®1+1("n’d’?fﬂ""’ a/k;"ﬁ, 5,1,..., 51; )

n
(F) 1_ _n! (B2 e (), i ‘ .
= F({}+n) ;O‘ (n_r)lr!. K+ 1( Iy Kﬂ:oou)b’k: gqjﬁin’gly)}.

Deze betrekking geldt voor k>0, 1>0 en icdere A,
Nu moest de door ons te bepalen formule (F) een uittreiding zijn

van (Fq) en wel een zodanige ultbreiding, dat in het rechterlid dec
vee lterm k+{i&(—r, q,...,gk; 5},...,3&;,1) optreedt,
Aan deze laatste voorwaar

e 1s reeds voldaan, Dat (F,) een bijzonder

)
ceval is van (F) zien wij als volgt: neemt men 1 >1 en stelt men
\ =

é& =™, dan gaat (F) wegens (19) over in

R&T k+’ld>]_(‘n’ Hq:---’gk} [5:5 ’ ””51—’1‘: A) =

! (B=at) e (%) <D . i
e 2?; n-r r ) o '
P—}*n) (ﬁ-l‘)irl k+1 1( Ty b’q)--.;gk:a;éqj...,gl_q,/’)_

Neemt men hierin nog k = 0, 1 = 1 en vervangt men o en ﬂ&docr 1ok
en 1 +/3, dan krijgt men (F

1)'
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Bewijs van formule (G)

Wij leveren cerst het boewijs van het geval met k = 1 = 0 van (G).
Wig maken hicrbil) gebrulk van

dr " @ —
d_g; p(?q(dw‘:“-:dp} @11'-01(%}: S) =
(28)
= ﬁq(ﬂj)r°;¢q(dq+r,...,%+r; (31+r,...,(3q+r; S) H

Deze formule geldt voor r = 0,1,2,... . Het bewljs van (28) gaat als
volgt: Wegens (11) heeft men

d i (1) -« - (Xp)y h-1 _
’J§ F’(Pq(g) h=A (hf’?)lf"((l,ﬁh)...l"(@qwth) S

= (1) qe e lotp) g h

= n=0 §

hiI“(@1+h+1)...r(ﬁq+h+1)
Nu volgt uit (1) (a)hM s:u(u+1)h; ¢r komt dus

3 i ﬁf: (oq+1) e oo (apt1) h
E p(pq(s) %ttt % h=0 bl [ (B+ht1) oo (B +0+1) 5

a
dus wegens (11)

g
a‘s" E@q(o"!,.:.’%; (’3'},...‘{3@‘; g) =
= oy eee o Spq(o&1+’],...,o&p+1; Byt e esfg138)

Door herhazalde toepassing van deze betrekkine krijgt men (28) met
r=1,2,3,... 3 voorr = 0 is (28) evident wegens (1).

Het geval met k = 1 = 0 van (G) wordt nu als volgt bewezen: Ic
p< q+1, dan is de machtreeks in het rechterlid van (11) convergent
o q{z) is dan analytisch in hct
pehele z-vlak. Is § een willekeurip gotal, dan kan
ontwikkeld in d¢ Taylorreeks

voor alle waarden van zj; de functie

p q(z) dus worden



& r .r
(29) (2 = Z 222 dd;r P, (3,

die convergeert voor alle waarden van z. Is § £ 0, dan kan men bij
elke z het getal A zodanig kiezen, dat z = A§ . De Taylorontwikke-
ling gaat dan over in

| ]

ﬁ?ﬁ (*8) = r= rl (1= (—S )" gr <?q

Nu volet uilt (43), dat (1-A)" CPO (-7:7). Met behulp van (28) kriipgt

men dus

o P
(30) { = Z w7 D n) e (=97 x

X gih(u1+r,...ixp+r;(31+r,...,@q+r; t)

en dit is (G) met k = 1 = 0. Bilj het bewijs van deze betrekking maak-
ten wij de aanname § # 0. De formule geldt echter ook voor § = 0, daar
beide leden dan wegens (18) gelijk zijn aan

N 1
D(B4) -0 T (B,)

Nu hebben wij (30) bewezen onder de aanname p< q+1. Het bijzondere
geval met k = 1 = 0 van het ondergeval Ia is dus hilermee afgehandeld.

Is p21 en één van de getallen g o v e 50y gelijk aan 0,-1,-2,...,
dan 1is ?q(z) een veelterm in z; de Taylorreeks (29) breekt dan af en
geldt voor alle waarden van z, onverschillig welke waarden p en q heb-
ben (p21). De substitutie z = A§ voert (29) in (30) over. Wij krijren
dus het bijzondere geval met k = 1 = 0 van het hoofdgeval III.

Is p = g+1 en geen van de getallen o%,...,qp gelijk aan 0,-1,

-2,... 5 dan is (Pq analytisch 1in het z-vlak, waarin een coupure 1is
aangebracht van z = 1 naar z = 1 +®1 of van z = 1 naar 2z = 1 ~o1i,

Is 5 een willekeurig getal # 1, dan breng ik de coupure aan naar

1 +ei als F(3)< 0 en naar 1 -ocoi als j(s)>o De functie C{D is
dan analytisch binnen de cirkel met ¢ als middelpunt, die door 1 gaat
De straal van deze cirkel heeft de lengte \5’—1{. Binnen deze cirkel
kan p¢q(z) nu worden ontwikkeld in de Taylorreeks (29); dit betekent,



dat (29) nu geldt voor {z-3j< {3-1)|. De substitutie z = N} levert nu,
dat (30) geldt onder de voorwaarden

py
S?{fq, \.L_._ﬁ_g_.‘<1
\ "%- 1
Hiermee hebben wilj het ondergeval Id bewezen, zodat de gevallen met
k=1 =0 nu alle behandeld zijn.

Wij zullen nu met behulp van het principe van volledige inductic
de gevallen met k =0, 1 = 1,2,3,... van formule (G) bewijzen., Wi~
maken blj dit bewijs gebruik van de formule

~u z -

\fc S¢t<81)0003a8; b,},'..,bt; —a)(—u) du
D

(37)

TR . 2‘“‘1 S¢t+1(a,‘;ono,:}ss b’]"".‘/bt)v; z);

-~

Hierin heeft de integraticweg D de volgende gedaante (het punt u = 0
is het middelpunt van het cirkelvormige deel van D)
D

. \ € sl <
°

Deze formule geldt als de volpende voorwaarden vervuld zijn: Is geen

k' 4

van de getallen 845 0e058g geligk aan 0,-1,-2, ... , dan geldt (31)
voor £ 20, 0Ss£t+1; 1s s = t+1, dan mocten wij aannemen, dat dc
straal van het cirkelvormige deel van D groter is dan ‘z[; deze straal

1s een willekeurig positicf getal als sst. Als één van de getallen

34seevsag gelijgk 1s 2an 0,-1,-2,... , dan peldt (31) voor s20, t20;
de¢ straal ven het cirkelvormige deel van D is in dit geval cen willc-
keurig positief getal,

Om (31) te bewljzin ontwikkelin wij de functie Q@t(~é) met behulp
van (11) en integreren termsgewijs; de integralen, die bij deze terms-
~cwijze Integratie optreden, berekenen wij met behulp van

~u o TP - 35 ¢
ﬁj; (=u) "du T

De gevallen met k =0, 1 = 1,2,3,... in formule (G) zijn bijzonde-
r¢ 2evallen van de ondergevallen Ia en Ic en van het hoofdgeval III.
Het ondergeval Ia met k = 1 = 0 18 receds afpehandeld. Om nu ook het
ondergeval Ia met k = 0 en 1 = 1,2,3,... te bewijzen neem ik aan, dot



| (G) met p<Ca+1, k =0 en l =n (n20) rceds bewezen is en zal aantonen

dat (G) met p<g+l, k = 0 en 1 = n+1 dan ook waar is. In (G) met p < g+,

kK =0 en 1 = n vervang ik X door - % en vermenigvuldig daarna 2an

. - -3
~ weerskanten met e %(-u)” D+1, De betrekking, dic er dan komt, integreren

{ wilj langs de integraticweg D (in het rechterlid termsgewiljs); met be-
hulp van (31) krijgen wij dan (G) met p<a+l, k = 0 en 1 = n+1,

Op volkomen dezelfde wiljze behandelen wij de gevallen met k = O,
1l =1,2,3,... van het hoofdgeval III.

Om de gevallen met k = 0, 1 = 1,2,3,... van het ondergeval Ic te
behandelen nemen wij ols uitgangspunt formule (G) met p = g+1 en
k =1 =0, dit is het reeds bewezen ondergevel Id. Laat 3 voldcen aan
R(3)< %; deze voorwaarde 1s gelijkwaardig met {E%?~t<ﬂ. Laat » een
willekeurlig getal zijn, Is de straal van het cirkelvormig deel van de
integratieweg D voldoende groot, dan geldt voor ieder punt u van deze

(-2 -0y

Volgens het ondergeval Id mogen wij nu in (G) met p =g+l en k =1 =0

het getal X vervangen door - % . Wij vermenigvuldigen de betrekking,

integraticweg

(’t o

' dle er dan komt, aan weerskanten met e*u(-u)'sq en integreren langs T,
| wat geoorloofd is, als de straal D voldoende groot is. Wij krijgen dan
(G) met p = g+1, k = 0 en 1 = 1 onder de voorwaarde R (3 )< . Hieruit
kunnen wij met behulp van dezelfde integratiemethode (G) met p = gq+1,
"k =0enl=2,3,4 .., afleiden, Hiermee zijn de pevallen met k = C,

1l =1,2,3,... van het ondergeval Ic bewizen.

Met behulp van een volledlg inductieproces kunnen wij nu ook de

sevallen met k = 1,2,3,... van formule (G) bewijzen, Wij maken hicrbij

cebruik van de beide betrekkingen

-1 v =1
ﬁfé ;i%(aq,...,ass bq,...,bt;‘zu)(-u) du =

(32)
T e
= P 1_“} S+q t(aﬂ""’as’ 9} tv‘,},uno,bt, Z)
e
ol
' - "4 V=1
O‘-/; gq%:(aql"'}aﬁ,; bq;--o;tt; ZU.>U du =
(33)

= ['(9) 3+4¢%(aq,...,as,u; bq"“’kt3 z).

Deze betrekkingen zijn geldig als de volgende voorwaarden vervuld
zijn: Is geen van de getallen 81,...,33 gelijk aan 0,-1,-2,..., dean

reldt formule (32) voor 0£s<t en formule (33) voor 0L s&t enR(v)>0;
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is 8 = t, dan moeten wij in (32) en in (33) bovendien nog aannemen,
dat R(z) <1 is. De straal van het cirkelvormige deel van de intecgra-
tieweg D is in (32) een willekeurig positief getal. Is één van de
getallen Baseees g gelijk aan 0 of een negatief geheel getal, dan
gelden (32) en (33) voor s2 0, t20; de voorwaarde®R(z)<1 als s =t
is in dit geval overbodig (in (33) moeten wij de voorwaarde . (v) >0
handhaven) .

Om (32) en (33) te bewijzen, constateren wij eerst, dat uilt het
gedrag van de functile é@t(z) voor grote waarden van \z) volgt, dat dc
integralen (32) en (33) voor alle waarden van z convergent zijn, in-
dien s< t; als s =t, dan convergeren de integralen als R(z) < 1. Het
bewljs gaat nu door ontwikkeling van de functie g?t(zu) en termsge-
wijze integratie (als s = t is deze termsgewiljze integratie zeker go-
oorloofd voor !z}<’1; voor® (z) < 1 maken wij gebrulk van de theorie
der analytische voortzetting). Als één van de getallen BaserrsBg CC
lijk is aan 0,=-1,-2,... , dan behoeven wij natuurlijk geen andere
restricties op te leggen aan z, s en t dan s20, t20.

Om de bijzondere gevallen met k = 1,2,3,... van het ondergeval Ia
¢n de belde ondergevallen Ib en IIa te bewljzen nemen wil]j het reeds
bewezen biljzondere geval met k = 0 van het ondergeval Ia als ultgangs-
punt van een volledige inductieredenering. Wij zullen nu aannemen,
dat formule (G) met p<g+1 en k = m (m20 en p+m< g+l+1) reeds bewczen
1s, en aantonen, dat (G) met p<q+1 en k = m+1 dan ook waar is. Wij
zullen eerst onderstellen

(34) Yo & 15253540,

In formule (G) met p<g+1 en k = m vervangen wij A door Auw en verme-
nigvuldigen daarna met e_u(—u)"1+¥m+q. De betrekking, die er dan komt,
integreren wij langs D (in het rechterlid termsgewijs) met behulp van
(32). De betrekking, die dan ontstaat, mogen wij wegens (34) delen

door ot

i T[q_3m+1j .

Het resultaat wordt (G) met p<ag+1 en k = m+1. Wij hebben hierbij dc
onderstelling (34) gemaakt. Om deze onderstelling kwijt te raken,

beschouwen wij nog afzonderlijk het geval, dat R( >0 is. Wi}

3m+1)
vervangen weer X door hu, maar in plaats van met

e " (~u) M yermenigvuldigen wij met e Uy TTm4



Wij integreren nu met behulp van (33) van O naar co . Na delen door
D(¥peq) vinden wij weer (G) met p<a+l en k = mt1.

Bij ons integraticproces hebben wij in het rechterlid termsgewijs
geintégreerd. Is geen van de getallerlgq,...ggm+1 gelijk aan
O;=1,=-2,+4. , dan kan men ult het gedrag van de algemene term van do
reeks 1in het rechterlid van (G) voor grote waarden van r afleiden,
dat deze termsgewijze integratie geoorloofd is voor alle waarden vin
X en § indien p+m+1 € g+1+1% is echter p+m+1 = g+1+1, dan is de tirmeg-
gewl]Jze integratic allcen geoorloofd als (%§l<‘1. Hicrmee zign de
ondergevallen Iz en Ib volledig afgehandeld.

Is één van de getallen FAseeesfmeq E€lidk @aan 0,-1,-2,... , don
blijkt ook voor p+m+1 = g+l+1 de termsgewijze integratie geoorloofd
voor alle waarden van A en S en bovendien blijkt het, dat het in dit
geval zelfs mogelijk 1s met behulp van dezelfde methode het aantal
parameters y nog met een willekeurig aantal te verhogen, en wel
zonder restricties aan A en § op te leggen. De voorwaarde p+k £ g+1+1
valt in dit geval dus geheel weg, zodat wij het ondergeval IIa krij-
gen,

WiJ bewiljzen nu de bijzondere gevallen met kK = 1,2,3,.., van het
ondergeval Ic en de beide ondergevallen Ie en IIb. Het reeds bewczen
bijzondere geval met k = 0, 1 >0 van het ondergeval Ic dient hierbi]
als uitgangspunt. Wij onderstellen thans, dat (G) met p = g+1, 1 O
en k =m (0Smgl) reeds is bewezen onder de voorwaarde R(J)< 3 en
bewi jzen dan, dat (G) met p = g+1, 1>0 en k = m+1 ook waar is. Dit
bewljs gaat met behulp van dezelfde integratiemethode als zo pas.

Is geen van de getallen 17 Yme gelijk aan 0,-1,-2,... , dan

bli jkt de toegepaste termsgewljze integratie geocorloofd te zijn voor
R(¥)< % en alle waarden van A mits m+1<1l, Hiermee is het ondergeval
Ic afgehandeld. Is m+1 = 1, dan blijkt de termsgewijze inte

zeker geoorloofd indien 13! <'% en LK(< 1. Uit het gedrag van de al-
gemene term van de reeks 1n het rechterlid van (G) volgt echter, dat
’(G) met p = g+1 en k = 1> 0 een analytische functie 1s van § en X,
mits § en N voldoen aan de voorwaarden R(3) <:2,} 2= 1 l<ﬂ De
voorwaarden \§!~<V% ,}X\<’1 kunnen dus met Dbehulp van het beginsel
der analytische voortzetting door deze ruimere voorwaarden worden
vervangen, zodat ook het gehele ondergeval Ie bewezen is,

Is één van de getallen Fqreeesfgeq BE11Jk 220 0,-1,-2,... , dan
blijkt ook voor m+1 = 1 de termsgewijze integratie geoorloofd voor
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®(3)< % en alle waarden van N en bovendien blijkt het, dat wij in
geval het aantal parameters § willekeurig groot kunnen maken, mits
aannemen, dat R ()< 3. Wij krijgen dus het ondergeval IIb, maar nie
het volledige ondergeval IIb, alleen het bijzondere geval met 150,
daar wij zijn ultgegean van het bijzondere geval met k = 0, 1>0 va
het ondergeval Ic., Om ook het geval van IIb met k = d (d>»0) en 1 =
te bewljzen, nemen wij van IIb het bewezen geval met k = d+1 en 1
en stellen dan nog in formule (G) 6,I = ¥g4q - WiJ krijgen dan (G) met
k =denl =0 volgens (19). Hiermee is het ondergeval IIb volledip
afgehandeld,

Het bijzondere geval met k>0 van het hoofdgeval III kan worden
afgeleid ult het geval met k = 0 van hetzclfde hoofdgeval. Met behulp
van onze integraticmethode kunnen wij ec¢n willekeurig aantal parametcrs

toevoegen. Daar €én van de getallen o celljk is aan 0,-1,-2,... ,
staat in het linkerlid van (G) cen veelterm in A3 en in het rechtcrlid
staat wegcns (2) een eindige som, zodat de termsgewljze integratic
geoorloofd is zonder dat een voorwaarde behoeft te worden opgelegd.

il
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